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3 ) 閥均点 1~\投入 1 点11ti.l:!:l (point-input point-output， time phased)の仮定:投入は椴
林lI~j点、ですべて行なわれる。また， I[j(腿は一号室に行なわれ， I間伐による収穫は考えない。
4. t~位材総当りの立木{iIIi絡 ω〉は林齢に関わらず門 -Áじである。
5. 森林の外部性(公続的機能)は考l者:しなL、。








ような仮定をおく。単位部樹あたりの収穫識は， I現区間 [a，a'J において極大{肢を持つ少な
くとも 2間連続微分可能な凹関数で訴される。すなわち，












円以:V(灼口員当If(1')erT-ωl]e 山 I)T [Pf(ア)er7…ωl](1-e rT) 1 (4) 
1 I棋の条件は









































{反定の下では， 何回目の総{文であっても， フィッシャーの続適伐矧は変わらなL、から， r一般的































完全競争市場の{反定の下， ファウストマン式で与-えられる経過伐期を Tp• 対応する林地価格




dρ1 rρ'f (ア) _ ，'1 
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であり，これより




が導かれる。省略するが21時の条件は [a.a'] で常に負であり. (7) (9) を儲たす最適解





























⑦ 実現主義の資本手IJ得税(むapitalgains tax on a realization basis)は，最適{えj羽齢lこ影
轡そ与えない。
⑧ 発生主義の資本手IJ得税 (capitalgains tax on an accrual basis)は，段通伐jlJJ齢を続く
する。
⑨ …指税 Cannuallump sum tax:収入の多寡にかかわらず，経営体に課せられる定額税)
は，経過伐i弱齢に影轡を与えない。
次に，林地の儲憾に対する影響について。ここでいう林地とは最適伐i矧捕に述しない任意の林











































時ax:V(ア)= (SCT)e rT十SlC(t)e /'切)(l-e勺(16)
(1 6) 式のS(t) は-~lt故面積あたりの t 林齢における立木の制li鍛を示す。立木櫛値が少なくとも
負にはることはないと考えれば， S(t) みOなるIiIJ約条件がfせされる。また o林齢の立本:{高踏
S(O) 0とする。立木{部{誼の時間変化 (S(t))は， その時点で‘の森林の状態と施業に故存す
る。森林の状態を:sr*師憾で表わすと， S(t) は，次の関数間部で表わされる。
sCt)口φJ[S (t)， U (t)， tJ (17) 
ここで， u(t)はt**齢での施業内平還を示すベクトルである。例えば， uJ:下刈 uz:技打 U3:
劣勢水のi除問伐， U.1: 優勢木のfli伐，……といったように，その成分は異なる胞業内fi:を示す。
各!日l'!誌における施業の実行可能範臨むま111~ られているから，実行可能範隠を U(t) で示すと， u (1) 
には次のような制約条件が加えられる。
U(t)EU(t) (18) 
(16) 式の C(t) はt林齢における施業による収支を示している。施業のけ1には， 下メIJや技打
のようにその時点では ~Itに支出のみのものと，収入間伐のように収入を仲うものがあるから C




C(t)口グ[5(t)， u (t)， tJ (19) 
以上(16) (17) (18) (19)で示される問題は，最適制御問題の応用であり，以下の手1立で，




[5(t)， u(t)， tJeぺx(O)=0 










subject to (17)， (18)， (20)， 8(0)口0，x(O)口0，
5(T)にご臼I:li，x(ア)之江自治， アニ自l札 Ao(t) 5(0コO (23) 




x*(ア)， uぺt):tE[O， Tつ， u*(t) U(t)}の満たすべき必提条件が得られる1Lまず，ハミルト
ン|渇数と呼ばれる関数Hを定義する。
1 [5(t)， x(t)， A1([)， A2({)， u(t)， tJ認さえ1(t) 1>1 [5 (t)， u (t)， t]十A2(t)が[5(t)，u(t)， tJ (21) 








1 ) 任意の lE[0， Tつに対して，
h匂x11[5ぺ0，x*(t)， A1(t)，AZ(t)，u(t)， t]口11[5ぺt)，x*(t)， ill (t)， A2(O， uぺt)，t]
主主11*[5*(t)，x*(t)，?'i (t)， A2(t)， tJ (27) 
138 
2 ) 
えI(ア勺ロδ{S(アつexp(-rTつ[1…exp( rアつ] 1) / aS(T)ニニ [exp(rT*)…lJ 1 (28) 
ん(T*)口二δ(x(T*)[1-exp( -rTつJI} /δ'x(ア*) [1--exp(-rT*)]-1口ん(t)口一定 (29) 
3 ) 最適な計剛JUllJ[0， Tつにわたり，
万市[Sぺ0，X*(t)， AI (1)， A2(I)， t]ココθ{[Sペアつexp(-rTつ十x*(Tつ][1…exp(…rT*)] I} /θT* 
十n..{A1(τ)(θφ1/δτ)+AZ(τ) (θが/θτ)}dτ 
ニ γ[x*(アホ)-Sペアつ]exp(…rTつ[1…exp(…γアつ














ここで， !(O:単位irn般の t林齢の森林の利用材稿(状態変数)， !(t) 0， 
7 (t) :林齢に依存する材椴成長そ表わす関数， η(t)>0，η〆(t)く0，
c(f): i木分密度に依存する材脳成長を表わす関数， cは極大{誌を持つ正の出関数，








以|二から， まず， ある伐jむ]Tが与えられたときの法適IJ1f父方策を求める。 1間伐及びえによ
るやJi問の現在害IJiJI fulifWi.PVは





制定始点・ re03終点・ 1<11定~~I・雌期間・状態市IJ約をNi'つ，非自体的・訂ii定的・ボ jレツア裂の者IJ り引
かれる場合の最適指l]1rlJ問題である(この言葉のJi法は板垣[1 ]による)。以下， ポントリャー
ギンのJ&*l訳語!に従って， 1経過n立伐方策 {h*(t)} と段適森林利用材結 Vぺt)}がf!J~たすべき必
.~条件をポすo ~JIJ り ~Iかれる場合の経過制翻i問1mでは，通常のハミルトン関数の代わりに現行{tlIî
(直ハミルトン関数H"(ハミルトン関数にe"を乗じたもの)を，通常の|槌tlf変数の代わりに現行
制組梁数q(t) CI題字I~変数に r を乗じたもの)を問いることにより，最適解の必嬰条件を簡潔に
ぶすことができる。
まず¥現行経li悩ハミルトン関数は次のように定義される。現行価値策数をq(t)として，
Hc'C!Ct) ， q(t)， h(t)，はさき (P-C [f(t)]} h (t)十q(t)(η(t)ど[f(t)]…h(t)} 




q (t)口 rq(t)ー (aH// aJμ(t))= (r-7](t)l;' [fべt)]}q(t)十C'[fべt)]hぺt) (34) 
を満足する述統関数q(t)'* 0が存視し，また， }， ([)注 0，え(t)fべt) 0を満たす未定梁数え
(t)が存在し，かっ次の条件を満たす。
1 )任主主の tE[0， T]に対して，
MaxHr[fぺt)，q(t)， h(t)， t]=Hc[fぺt)，q(t)，hぺ0，tJ ポUぺt)，q(t)， t] (35) 
2) t口 Tで，
q(ア)口P…c，}'[fペア)J C;、Uペア)Jfペア) (36) 
(33)からわかるように， ここでの(liJ御問題は線形制郷であり，段適時伐方策は，パンパンfljJ
詩1任期{えをしない)及び特混1M御， インパルス fljlH~1l (特!J'iM!iIJ制lが示す森林の状態への瞬時の移




のh(t) の部数部分そ tの関数としたとりり換え関数σ(t) を微分することによって， 求めること
ができる。すなわち，切り換え関数
。(t)ロP…C[fぺt)]…q (t) ニニO (37) 
をtで微分して， (34)， (37)を考1]，恕すれば， (38)のように特異制御が得られる。






f V(t)〕 E1till並区立Qi--L (39) 
P…C[jぺt)] … η(t) 
(39) が示す特異制審Ilを，縦~ilh に λ 拙iliÙl(こ t をとって表わすとする。 η についての仮定から布
辺は tの単調増加偶数である。辺第…項はfの11潤減少関数であり，辺全体もfのI詳
細減少i指数と仮定すると，特典税制lによる最適森林利用材翁(蓄積!*(材木綿trこしたがって







策であることを意味する。ただし，終端の森林の状態を脱定する (36) は， (37)からわかるよ
うに特異制御が示すrnl線上にはなL、。つまり，主伐j境政前までI出伐を行なうことは議趨ではなく，









2 4 ファウストマン式の拡張 (2)-倒格の変化
ファウストマン式の拡蝦は，定常'性の仮定にも向けられている。すでにみたように， 1謀芸本モデ
ルではす








subject to Di Ti=れ，い1， "'， N (40) 
l.. '-で，














qi= .2; [之江…r7J!j]exp[…r(1'j-1'(月十qN.1記xp卜r(1'Nl1 1'i)] (43) ì~ L.dDj ，;.o:}.J V"~ .t-"L. ' '''J 
これを， (41)に代入し，N→∞をとると，
87Jf; 別 81Jf，一」十三戸三~exp[-r(Dj-D，.)]之 r7J!jexp [ -r(Dj…D()] (44) 81'( jム7'8D
j 
~..... " • ，-J …r' . -.f' L. . ，.-} 




なお， i設i題解の必要条件は次のようにも変形できる。 (41)より， (42)のめ，q，.， 1を消去し，
7Jf;口 ρ(D，.)!(1'，.)…ωtを代入して，懇服すれば，

















よりは φ{きだけ収議:疫が増えることが想定されている。 従って， 全く成長関数の形状の違う品
騒が採用されるということは考躍されていなL、。また，技術進歩には上1誌が与えられており，収
穫量が無限に大きくなることはないο





はそデルを簡略化するために，造林質問を 0，木材fli絡を iと{限定しているo 1持者の仮定は 2
-2の林地の他il践に関する比較静学分析で児たように，造林投資を伐採の結合生成と見なすもの
と解釈できる。また， ~.走者については，収穫材椴の単位を造林投資のv.v討を悲し~Il、た純立木価
格 1円あたり材穣 (m3jρ) とするらのであるο さで， ヨハンソン口レフグレンの品:~飽伐期齢の
場1:I:lは次のようなものである。決定論的世界では， 任意の第 i1羽の林地の1ilI刊誌 (Vtつは既知で
あるとして，まず，第2JUjの林地価悩と第1J切の成長閑数から第 1期の最適伐j到の必要条{LI二を求
め， この結論を第 i自の;最適伐j弱齢に一般化している。それは，経過経路(第 1j明から第∞期ま
での最適伐期齢)の部分経路〈第 iJUjの最適伐期齢)は，過去の経過伐j羽齢に影響されることな
く，やはり経過であるとするベルマンの最適性服部によって，その最適性が保鉦されるものであ
る。第 i1lJJの最適伐期 Ti勺ま，次の (46)を満たす。
l' CTi*) ，r_."A'../rro:.l'¥ ， 1/'7'¥.:<<¥1 l九戸一一一 [rφ'{(7γ)一φl'(Ti*) J…一一一f(T
i
*) -， I LI '*'i¥.ti J "Jl'j ¥.J.  Jj f(引っ (46) 
モデルの仮定と (46) より i-"∞で，偽は lに収束するから，最適伐期は次第にファウストマ
ンの伐期に近づき，漸近的に一致することがわかる。また全てのtについて rφ1，(Tt紋)ー φri 
(Tiつ$;，rを仮定すると，全ての伐lJJはファウストマンの{文郎よりも媛くなる。さらに， φ'{=oの






































実!~立木地から始めるとして， もし t林齢 (t年後)の留保儲格Rが与えられると t年におけ
る販売収入の期待備は，
R，口 SP， [Pf(t)十E(W)]ど(P)dP (47) 
















. [P，!(約十E(W)]βk=Rk.1βk 1卜r(た十l)R"・2βk 吋/l(t)RJ (49) 
ベルマンの最適時:原理により年誌から X年閉までのi設i自立木販売政策の部分経路である Z
1 1:r:'1ヨからZ年自における虫水販売政策もまた，それ13身最適立木販売政策でなければなら




Pz 1 (50) 
14 
(50)で得られたPz1を用いて， JI閥次反復的に後民りすることで，各林齢に対する留保ftOit各が

















過程と見なしている。今 Vo• VIo …. Vtが各1寺点の立木の{脳艇を;示すものとする。 εtは確率
的な価値の成長を去し.Vt=Xの時， εtの条件付確準分布は1寺附に依存しない定常選移確率
ど(・ 1x)に従うものと考える。さらに， μ(x)=E(εt 1Vt=X)で立木fil鏑水準xに対するfil綴成長
の期待{誌を表わす。 μ(x)は厳密に凹であるとする。次に伐採の期待現在割引船ifl践を最大にする
期待経過手IJ得関数をH(x)で表わす。すなわち
f子(x)51WP12(VJJj VotX)，N口O.1. 2，… (51) 
過程 {Vt:t可 0， 1. …}の状態空間は実線上の有界な部分集合であり，最適利得附数は.x 
それ I~I 身か米j却における確準的な段通事IH専問数の期待値を F で議IJ りヲ|いたもののいずれかにな
るから，H(x)は次の汎i英j数等式を満たす。
H(x)之江Max[x.s J H(y)?:(dy 1 x)J (52) 
さらに.H(x. n)をn期間問題に関する段過半IJ得関数とし，
limH(x， η)主主H(x) (53) 
で表わす。
以上のモデルによって，初めに.木の制組成長が少なくとも負にはならないという仮定を置








Jyr(dy I x)ここX十J (y…x) r(dy I x)ヱコX十μ(x) (55) 
より， もし，x(l-s)滋ぷμ(x)ならば，x Jyr(dy I x)である。横IMIに立木{il純水準，縦il!hに
Y口 Y，=x(1-β)， Y口 Y.=s.μ(x) をとると， Y，は聞き 1-β の政務長で表わされ， また， μ(x)
が目立関数でみることから， Y2は一1:こ凸の曲線で表わされる。 従って， 最初 Y，<YZとすると，
あるfで必ず Y，とY2は交わり，x>x*では常に Y'>Y2となる O 以上から， βニニ {x:x~xつであ
ることは明らかである。




H(xo， n) =Max[xo，s J H(x" n…1) r(dx， Ixo) J 
H(x"n…1) =Max[x"βS H(xz， n…むと(dX2I x，)] 
H(XIl 2， 2)= Max [x十 2，βSH(x"~ ，， 1) r(dxlI ， I xl -2)J 






x~x殺の 11寺， H(x)口 x， xくx*O)U寺，H(x)>x (57) 
となる。
今，無水地(あるいはxEB"の任意の立木船i蝦水準に対臨する林齢の森林)から始めるとす







定の下でのものである。 この1仮定を拡張して， t[Cー ∞，x) I xJ*0とする。すなわち，水価
値が米即]に減少する可能性があることを認めるとする。 この場合，最適平1Jf.尋問数が， '，ltどに HCχ)
与さxを満たしていることに住議すれば， βに含まれないすべてのxについて，
xEB"なごい :xくx*}口 {x:x<βJ yr(dy I x)} (58) 
である。従って，



















































1 ) 森林綬Jm学の教科滋では土地ITJ銀側を次のように災現している(鈴木[4 ]より)。
BI=お V 
ここでt Bu:土地JlJl型紙 Au:主伐l収入，Da:α林齢における1伐i収入， c:造林政 V:管惣資本，
O.Op:利子彩である。
(4)式との関係は A"出 ρif(ア')， c=wl。 また， 仮定により， 間伐収入と管腿紫を捻象している
(あるいは，割引率で議Ijりなlいて前設は主伐収入に，後者は造林終に繰り込んでいると解釈してよ
い)。 上式は総数恕の式であり，l.OP"を目rTでおさかえて， ili絞1¥1の式とすれば (4)と…致する。
2) ただし， 林地の機会主u飼は利子率rの関数だから， ゴンドレーが主娠している， 利子燃に絞巡伐j切
が1j::1なされないということは， もはや正しくはない。なお， 本新]とはi攻後関係ないが， ハーシュラ
イファ [12J が指摘するように， 投資問題は投資から得られる報酬のiI!J践のあり方と一体的lこ考察








3) 段通{父JUl齢をア*(P， ω，r) とすると，対応する林地の倒{樹立 V [ア*(1)， w， r)， p，ω， rJ で表わ
主れる。立木{!1!ifちのj二斜による，林地価絡の変化は，dV /dρで表わされる。これを燥捕すると(以
ド，w， r(まここでの式の炭IJNtこ関係がないので省略する。)
豆工江主政ムこ ω 立…守 1 …
dt oT o，ρ ot δρ 
なぜなら，段j趨伐1m飴T之江T*で， δT/θp=0だから。このように， dV /dp=oV /δpとなる。この




1¥ ) 以下の閤淀始点， I~l 由終点， I~~IB誌I'filli期間を持つメイヤー型の非13律的・確定的段巡ílilJ佐Il lll'l!l!ïの必










危険ql立主?とは， 危険を-.l;J考泌:せず， 将米のJI文入のJUH寺仰にのみ反応し， ~見狗iから将米にかけて
得られるキIJiI¥lのI;lH!i'胞の現tEil;jil自lfi立を』波大化するように巡択する経済主体である。このような危
険"1立者や， fi1:1淡Ir:IJi避殺， 危険没好殺といった概念は， .J二巡の公Jl[j系から導かれる必91lJ関数のJf~状




10) 版光の形式的な滋l沫は:¥工;;!(放ひ十本地をうむりJi、うことである。 ここで， 林地を合めないとファウス
トマン式の考え方がうたわれることになる。




この無限闘の植伐を考践しているものとして， ミラーなはヴォルティア [16] があるが， 本論文では
残念、ながらi絞り I二げることができなかった。
12) Iîr~1終的効本アブローチは， u経卒俊位または織率的優総 (StochasticDominancc)という概念、仏不
6'u1実性1ずの投資選択の議機とする手法であり，投資対象の確率分布のパラメーターを特に指定しな
いという点で， 平均一分散アブローチよりも11g論的には後れた手法である。詳細はit~jj: [3] や網
谷 [2Jを参!l誌のこと。
13) なお， この2つのモデルにはこの前提に閲する問題以外にも問題点がある。 コールフィールドのそ






14) サンドモのモデルについては， 7尚弁 [3]や桐谷 [2Jを参照のこと。
[引用文献]
[ 1 ]板績予手記輔:動的絞迫化と経済政!論.多賀出版.東京， 1985 
[2 ]網谷維:資政選択の現代磁総梨洋経・済新報社.東京， 1986 
[3 ]淵j:泰弘:不縦突性の経済学.干守護関.東京， 1982 
[ 4 J鈴ホ;太七:森林経関学.朝食東京， 1979 
[5] Bhattacharyya， R. N. and D， L.Snydcr: Stumpag記 Pric己 Uncertaintyand thc Optimal 
Rotation of a Forest: An Application of Sandmo Model. Journα1 01 Environmental 
Systems. 17. 305叩 313，1988 
[6] Bent1ey， W. R. and D. E. Teeguarden: Financia1 Maturity: A Theoretical Review. Forest 
Science. 1. 76 -87， 1965 
[7] Boulding， G. K.: Economic Analysis， 3 rd ed. Harpcr and Brothers. New York， 1955 U:J¥ 
llJ~:大石滋j玄・宇野総怒獄1lfHボールディング近代経済学J. 丸東京， 1964) 
[8] Brazee， R. and R. Mendelsohn: Timber Harv巴sting with Fluctuating Prices. Foresl 
Science. 34. 359 372， 1988 
[ 9] Cau1fieid， 1.P.: A Stochastic Efficiency Approach for Determining the Economic Rotation 
of a Forest Stand. Forest Science. 34. 441-457， 1988 
[IOJ C1ark， C. W.: Mathematical Bioeconomics: The OjJtimal Management 01 Renewable 
Resources. ]ohn Wiley and Sons. New York， 1976 C:NliØ~; 竹内記事・将111羽災二訳「生物経済
殿町m.wJ芯 1983)
[11J Goundrey， G， K.: Forest Mana反日mentand the Thcory of Capital. Cωwdian Journal 01 
Economics and Political Science. 26. 439白 451， 1960 
[12] Hersh1cifer， J.: Jnvestment， Jnterest and Cαpital. Pr・cnUce…Ha11. Eng1ewood Cliifs， 1970 
[13J Johhanson， P. O. and K. G. Lofgren: 7、'heEconomics 01 Forestry and N，αtural Resources. 
Basil B1ackwcll Ltd. Oxford， 1985 
[14] Lofgren， K. G.: On the Economic Valllc of Genetic Progrωs in Forcstry. Forest Science目
34. 708…723， 1988 
[15J McCon巴1，K. E.， J. N. Daberkow and 1. W. Hardiな Planning Timb巴rProdllction with 
Evolving Prices and Cost日. Land Economics. 59. 292 -299， 1983 
[16] Millcr， R. A. and K. Vo1tair己 A Stochastic An品lysisof thc Tree Paradigm. Journal 01 
EconomicρIynamics and Control. 6. :371“ 386， 198:3 
[J 7J Na自lund，B.: OpUmal Rotation and Thinning. Forest Scienι・e. 15， 4必-451， 1969 
[18J Newman， D.日刊C.B. Gilbert and W. F. Hydc: The Optima1 Forest Rotation with Evolving 
Prices. Land Economics. 61. 347 353， 1985 
[19J Samuelson， P.A.: Economics of Forestry in an Evolving Society. Economic InquI1y. 14. 
466 -492， 1976 
149 
[20J Scitovsky， T.: Welfare and Comtetitum. Richard D Irwin. Chicago， 1951 
[2日 Thunen，1. H. von :ρer Isolierte Stαt， vol. 3， published posthumously in 1863 by H. 
Schumacher， 1863 (邦訳 熊代主将峨訳 fl!l!業とlヌIJ疋との関係における孤立i対 策11'i{lJ.策以
チ品ーネン研究会， 1961.米公F!D
R立SUM立
Th巴 theoryof optimal rotation period sets up various economic models to estimate 
when a growing forest should bεcut. These are subjective equilibrium models for 
the use of forest owners and forest manager・s. Such a iheory would be a basis for 
economic analyses of forest resources and forestry， using microなconomics. すheaim 
of this paper is thus to review the development of the optimal rotation periocl 
theory. 
The historical development of investment theory ancl capital theory， as parts of 
micro economics， has been enriching the optimal rotation periocl theory. In its early 
stages， the theory formulatecl a point-input point-output model for an even-agecl 
forest premisecl on both a stationary state and certainty. There was some confusion 
as to the rule determining the optimal rotation period when micro economics was 
first intr・oducedto this formula， duεto misconception on behalf of forest economists 
with regarcl to cost. However， today there is general agreement that the correct 
rule is the one given in the Faustmann formula which maximizes the sum of 
present cliscounted values of stream of net revenu告sgeneratecl by a unit of for色st
land over an infinite period of time. 
The featur・台sof the Faustmann moclel have been examinecl adequately in terms of 
comparative statics which investigates the effects that parameters such as timb巴r
prices. interest rates ancl so forth have on the optimal rotation period and on land 
value. In various literature. attempts have been made to approximate the optimal 
rotation periocl theory to the real world by modifying the Faustmann formula 
accepting the condition of certainty. One of the attempts was to formulate an 
optimal thinning policy by employing the control theory. and allowing for variations 
in the “point-input point-output'¥On the other hand. some moclels relax the 
conditions for the stationary stat日 Forinstance. one model permits a variation in 
timber prices. employing a methocl for solving th巴 constrained maximization 
problem. 
Forest investment involves extremely long term planning for uncertain future. 
This feature indicates that it is vital [or the optimal rotation periocl theory to 
inclucle. explicitly those factors which are uncertain. ancl thus to moclify Faustmann 
[ormula as a multi-stage clecision moclel. There are few multi-stage decision models 
[or forest owners uncler uncertainty， as mosl moclels assume 1hat the owners are 
risk neutral. In a real life situation. however， the incliviclual owner wilI tencl to 
behave so as to avert risk. Thel・eforeit s巴emsof great importance to for判 ulatea 
moclel which takes this into accoun1. though this has yet to be presentecl. This is. 
therefore. th巴 taskwe are facecl with at present. 
